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e Probleme

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal direct (O, u, 7)

On note C le cercle de centre O et de rayon R > 0 et A le point de C

d’affixe R. Etant donné un entier n > 2, on note r la rotation de centre
2 ) ) ) i

O d’angle = On considere Ia suite des points (My)=o de C définie
n

par la relation de récurrence My 1 = r(My) et la condition initiale
My = A. On note zy I'affixe de My.

1. a. Pour tout k > 0, exprimer zy 1 en fonction de zj.
zj41 est l'affixe du point M1 image de M; d’affixe z; par

27
la rotation r, de centre O et d’angle o On en déduit :

2im

Zk41 = Zk€ M.

-2k .
b. Démontrer que zj = Re'r, pour tout k > 0 (on fera un raison-
i2m\ K i 2k

nement par récurrence sur k pour montrer que (eI»TT) =),
. . . j2m\ K j 2k
Soit n fixé et soit, Py : (e1 n ) TR

Montrons que Py est vraie pour tout k > 0.

ege g . 121 0 27x0
e Initialisation : (e n) =1=¢e n =, donc P est
vraie.
o Hérédité : On suppose Py vraie, alors :
(%) = (%) xe®
e = (e'n )] xe'n
: 2k 22
= elTﬂ X el%
i2(k+1)7‘(
= e n

Donc Py, 1 est vraie.

e Conclusion : P est vraie et pour tout k entier naturel, si
Py est vraie alors Py 1 est vraie, donc : Vk € IN, Py est vraie.

Remarque :

On peut démontrer de la méme fagon que :

Va € R,Vke N: (eia)” _ gl

Dong,

Zi =

¢. Comparer My, et M.

s 2n7m :
Ona: z, = Reln = Re? = R = z,.
Les points My et M, sont confondus.

d. Faire la figure lorsque n = 16 (on prendra R = 4 cm).
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2. a. Prouver que, pour tout k > 0, MMy 1 = 2R sin (%) .
MMy =

Mis

|21 — 2Zk|

Zre n — Zk

- (¥ )

2im

eT—l‘

(Zn) .. (Zn)‘
cos| — | —1+isin| —
n n

‘ 2in ‘

= |zl

- ff ()) A GI

T
- axfon ()
. " 1 T
Ma15:Vn€]N,O<;<1:>O<;<7T

Donc : Vn € IN¥, sin >0

. 7T .
et: |sin|{— )| =sin
n

Finalement : | Vk > 0, MMj1 = 2Rsin (%)

b. On note L, = MoM; + M{My + ... + M,, 1My, le périmetre
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lorsque n tend vers + oo. Interpréter géométriquement le résultat ainsi L (;01 ric X

obtenu. )I(m’b = 1
Ona: L, = M0M1+7TM1M2+...—|;TM7,,1M” . et lim f(x) = 27R.
- 2Rsin<z)+2Rsin(;)+...+2Rsin<z PH*“’L P ——
uisque L, = f(n), on obtient:| lim = 271R.
- anRsin(%) :2Rnsin(%) " ot "

Il s’agit de déterminer la limite de la suite L.

du polygone régulier (MoMyM, ... M;). Déterminer la limite de Ly lim & = 0 sin (E)
X/ _
= =1
X

sin (_) Geométriquement :
Posons f(x) = 2Rx sin (E) = 2Rm——=*%, donc: le périmetre du polygone (MoMiM,...M,;) tend vers le
X T préimetre du cercle lorsque n tend vers + cc.
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