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Probléme 1

Le but de ce probléme est d’étudier les symétries vectorielles, c’est-a-dire les endomorphismes s d’un espace vectoriel
F vérifiant so s =1idg.
PARTIE 1 : point de vue géométrique

Soit n € N,;n > 2. On se place dans R". On note d = (1,...,1) et on définit
D=Vect<d > et H:{U:(xl,...,xn)eR”: 1:1+-~-+1:n:()}

On notera également B = (e—f, ceey e—n)) la base canonique de R".
1. Soit u = (x1,...,2,) € R™.
N
(a) Montrer qu'il existe une unique valeur de A € R pour laquelle @ — A d € H et la donner.

, . — , R . — — —
(b) En déduire que tout vecteur de u € R™ se décompose de maniére unique sous la forme uw = ug + up avec

(@,u_ﬁ)eHxD.

On peut donc définir 'endomorphisme s de R™ qui a tout vecteur @ = wug +up € R™ (décomposé comme au 1.(b)) associe
le vecteur s (7) =ug -up.

— — —
2. On suppose dans cette question que n =2. On a donc D = Vect < d > ou d = (1,1). Vérifier que H = Vect < h > ou

=
h = (1,-1). Sur un dessin, représenter le vecteur % = (3,-1) et construire géométriquement les vecteurs uz € H et
up € D tels que W = ug +up. Construire ensuite le s (ﬂ)) La terminologie de symétrie vous semble-t-elle adaptée ?

3. On revient au cas général : n est un entier naturel quelconque tel que n > 2.
(a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R”. En donner une base By et la dimension.
N
(b) On note C la famille constituée des vecteurs de By auxquels on rajoute a la fin le vecteur d. Montrer que la
famille C constitue une base de R™.

(¢) Donner la matrice de s dans C.

PARTIE 1II : un exemple de symétrie dans un espace de fonctions

On note E le R-espace vectoriel des fonctions continues sur ]0, +oo[ & valeurs dans R. On note F' 'ensemble des fonctions

de E de la forme
. 10,400 — R
f ¢ — P(z)+Qx)In(x)

ol P et @ sont des polynémes de degré inférieur ou égal & 1. On définit également les fonctions

R — R Ry — R R — R R — R

» fo x — x’ fs: x — In(z) et fa: x — zln(x)

fi:

r — 1

1. Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E.
2. Montrer que la famille de fonctions B = ( f1, f2, fs, f4) est une base de F'.
3. On note ¢ l'application définie sur F' et qui & toute fonction f € F associe la fonction ¢(f) définie par

Voelo,sool, $(N@)=2f(;)

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F'.
(b) Déterminer la matrice M de ¢ dans la base B.

(¢) Montrer que ¢ est une symétrie vectorielle de F.

PARTIE III : matrice d’une symétrie dans une base adaptée

1. Etude d'un exemple. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (é7,e3,¢3) une base de E. Soit f
I’endomorphisme dont la matrice dans B est donnée par

2 -2 1
M=Matg(f)=[2 -3 2
1 -2 2

(a) Montrer que f est bien une symétrie de E.



(b) Déterminer une base (a7 ) de Ker(f +1idg) et une base (a3, Eg:) de Ker(f —idg).
(¢) Montrer que la famille C = (51), as, 675) est une base de F et donner la matrice D de f dans C.

(d) Déterminer une matrice P inversible telle que M = PDP~!. En déduire une expression de M" en fonction de
D", P et P,

2. Cas général. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et s une symétrie de E. On note
F=Ker(s—idg)={@ eE:s(u)=1u} et G=Ker(s+idg)={UeE:s(u)=-u}
(a) Soit u € E. On suppose qu’il existe (7, E)) € F xG tel que ¥ = ¥ + w. Démontrer que

— — — —
u+s(u u-s(u
v = 7( ) et W= 7( )
2 2
(b) Démontrer que tout vecteur u de E peut s’écrire @ = ¥ + W avec (?, HJ)) eFxG.
indication : la question précédente vous donne les candidats....

(c) Soit Bp = (e_l),...,e_;) une base de F et Bg = (ep+1,...,ep+q) une base de G. Montrer que la juxtaposition
B=(Br,Bg) = (6_1), el ep+q) de ces deux bases forme une base de E. Donner alors la matrice de s dans B.

Probléme 2

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 4 dont une base est B = (e_{, €, €3, e_4>).

On notera 6 application nulle et idg 'application identité de E.

Si g est un endomorphisme de E, on définit : g" = gogo---og pour n e N* et ¢° = idp.
———
n facteurs

Nous supposerons que f est un endomorphisme de E tel que f3 =8 et f2 # 0.
1. Préliminaires
(a) Préciser l'espace Image et le noyau de Uapplication 6.

(b) Montrer pour tout endomorphisme f de E' les inclusions suivantes :

Kerf c Ker (f?) < Ker (f%)
Imf o Im(fz) o) Im(fg)

(c) Prouvez pour tout endomorphisme f de E les deux implications suivantes :
[ Im(f) =Im (f?) = Im (f*)=Im (f*) | et [ Ker(f)=Ker (f*)= Ker (f?)=Ker (f*) ]

2. Nous nous proposons dans cette question de montrer que le rang de f vaut 2.
(a) Justifiez dim (Im (f?)) > 1 et dim (Ker (f?)) < 3.
(b) Montrer que Im (f2) c Ker (f) c Ker (fz) et que Ker (f) # Ker (fz)
o dim (Im (f?)) =1 . dim (Im (f?)) =1 . dim (Im (f?)) =2
(¢) En déduire que { dim (Ker (f}) = 1 ou bien dim (Ker (f}) = 2 ou bien dim (Ker (f}) = 2

(d) Nous supposerons dans cette question dim (Im ( fQ)) =1 et dim (Ker (f)) = 1 et considérerons lapplication
o Im(f) — Im (fz)

v o= f(T)
i. Montrer que ® est linéaire et que Ker (®) c Ker (f).
ii. Montrer que ® n’est pas I'application nulle. En déduire la dimension de Im (®).
iii. En déduire a I’aide du théoréme du rang la dimension de Ker (®).
iv. En quoi ce résultat est-il contradictoire ?
(e) Nous supposerons dans cette question dim (Im (f2)) =2 et dim (Ker (f)) = 2.
Prouver Im (f) = Im (f2) Qu’en résulte-t-il 7
(f) Conclure.
3. Soit i un vecteur de E tel que f2 (7) +0p et 7 un vecteur de Ker (f) tel que la famille (f2 (_z)) , 7) soit libre.

-
(a) Justifier Pexistence de ces vecteurs Toet 0.

(b) On pose j = f(_f) ot k= f2 (7)
—- = = —
i. Montrer que la famille C = ( i,7,k,¢ ) est une base de F.

ii. Quelle est la matrice B de f dans cette base C 7



